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horizontal que recorre, si se lanza con un angulo de
elevacién 0 = 42.5°.

45. Demostrar que si un objeto se mueve con rapidez cons-
tante, sus vectores velocidad y aceleracién son ortogo-
nales.

46. Probar que un objeto que se mueve en linea recta con
rapidez constante tiene aceleracién nula.

47. Investigacisn Un objeto se mueve a lo largo de la
elipse determinada por la funcién vectorial r(f) = 6 cos
ti + 3 sen tj.

a) Hallar v(0), ||[v(D)ll, v a(®)
by Completar la tabla con ayuda de calculadora.

P
b A
[¥8)

Rapidez

¢) Dibujar la trayectoria eliptica, y los vectores velo-
cidad y aceleracién en los valores de r dados en la
tabla.

d) Con los resultados precedentes, describir la rela-
cién geométrica entre los vectores velocidad vy
aceleracion cuando la rapidez de la particula estd
creciendo y cuando estd decreciendo.

48. Redaccion Consideremos una particula que se mue-
ve sobre la trayectoria

r,{(n=x(Hi+ ¥y} + zHk

Discutir cualquier modificacién en la posicion, la velo-
cidad o la aceleracidn de la particula si su posicion vie-
ne dada por la funcién vectorial r,(r) = r,(2f). Genera-
lizar los resultados para la funcién posicién r,(f) =
=r,(wt).

11.4

coNTeNDO = | Vectores tangentes y vectores normales
Vectores tangentes y vectores normales =
Componentes tangencial y normal de la aceleracion =

Vectores tangentes y vectores normales

En la seccién anterior hemos visto que el vector velocidad apunta en la direc-
¢ioén del movimiento. Esta observacién conduce a la siguiente definicién, apli-
cable a cualquier curva suave, no s6lo a aquellas en las que el pardmetro es el
tiempo.
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1 T()

FIGURA 11.19
La direccidn del vector tangente unitario depende
de la orientacion de la curva.
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| Nota. Recordemos que una curva se dice que es suave en un intervalo si 1’ es continua
y no nula en dicho intervalo. Asi pues, la «suavidad» es suficiente para garantizar que
una curva posee vector tangente unitario en todos sus puntos.

EJEMPLO I Calculo del vector tangente unitario

Hallar el vector tangente unitario a la curva dada por
r(f) = i + %
cuando ¢ = 1.
Solucion:  La dertvada de r(7) es
r'i) =i+ 2tj Derivada de r(f)

Por tanto, el vector tangente unitario es

rt
T(p) = ,( ) Definicion de T(r)
IOl
1 . .
= ———— (i + 2t)) Sustituir ¥ (1)

1+ 4

Cuando ¢ = 1, el vector tangente unitario es (véase Figura 11.19)

T() = —— i + 2j) O

NG

| Nota En el Ejemplo 1, la direccién del vector tangente unitario depende de la orienta-
cion de la curva. Si la pardbola de la Figura 11.19 estuviera dada por

r(f) = —(t = 2)i + (t - 2)%j

T(1) serfa todavia el vector tangente unitario en el punto (1, 1), pero apuntaria en la
direccién opuesta (intente verificar este hecho).

La recta tangente a una curva en un punto es la recta que pasa por ese
punto y es paralela al vector tangente unitario. En el Ejemplo 2, se usa el vector
tangente unitario para determinar la recta tangente a una hélice en uno de sus
puntos.
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EJEMPLO 2 Recta tangente a una curvd en un punto

Hallar T(#) y unas ecuaciones paramétricas de la recta tangente a la hélice
dada por

r(t) =2cos ti+ 2 sentj+tk
en el punto correspondiente a f = w/4.

Solucion:  La derivada de r(f) es r'(f) = -2 sen ti + 2 cos tj + Kk, lo cual implica

que [[r'(0)]| = \/4 sen? t + 4 cos? t + 1= \ﬁ Por tanto, el vector tangente
unitario es

') 1

RCING

Cuando t = n/4, el vector tangente unitario es

TG) - ﬁ(-zgi + 2§j + k)

=\}g(—ﬁi+ J2i+ K.

Usando los ndmeros directores a = —./2, b= \/E, ye=1,yelpunto (xy, ¥, 34)

= (ﬁ, ﬁ 7/4) es facil obtener las siguientes ecuaciones paramétricas (con
parametro s):

6 x=x1+as=\/§—\/§s
y=y, +bs=ﬁ+ﬁs

i
=24 +CS:Z+S

T(t) (-2senti+ 2costj+Kk)

Qurva. . n s
r() = 2oos 142 sen 1 1K

Esta recta tangente se muestra en la Figura 11.20. i

En el Ejemplo 2 hay infinitos vectores ortogonales al vector tangente T().
Uno de ellos es T'(t), como se desprende de la propiedad 7 del Teorema 11.2.
Es decir,

FIGURA 1120
La recta tangente a una curva en un punto T@) - T@) = ||T(t)||2 =1 [::} T®  -T'H)=0
queda determinada por el vector tangenle

unitario en ese punto. . , . .
P Normalizando el vector T'(f) se obtiene un vector especial, llamado el vector

normal principal (unitario), como recoge la proxima definicion.
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N(1) = $(-4i +3j)

T(1) = 5(3i +4j)

r X
t 2 3

FIGURA [1.21
El vector normal principal apunta hacia
la concavidad de la curva,

Veclores tangenies y vectores normales

EJEMPLO 3 Calculo del vector normal principal

Hallar N(#) y N(1) para Ia curva representada por
r() = 3ti + 2¢%

Solucion:  Derivando vemos que

r'(e) = 3i + 44 y

IFOll = /9 + 1612

de donde se deduce que el vector tangente unitario es

r'()

T =
O=ro

1
= ———— (i + 4j)

V9 + l6r

Usando el Teorema 11.2, derivamos T(¢) respecto de f para obtener

Vector tangentc unitario

1 16¢
T(¢t) = 4j) - 3i + 44
(1) o 16t2( J) © 1 1623 Gl 4D
12 (—4zi + 3j)
= (—4ri
O + 16:2)372 !
, 9 + 1617 12
HT'(D]] =12

O+ 167° 9 + 162
Por tanto, el vector normal principal es

T
Tl

N{?)

1 C e

= (44 + 3j)
9+ 1642

Cuando 7 = 1, el vector normal principal es

Vector normal principal

N(1) = é(—4i + 3j)

como muestra la Figura 11.21.



1078 Caprtulo 11 Funciones vectoriales

El vector normal principal suele ser dificil de calcular algebraicamente.
Para curvas planas puede simplificarse el dlgebra hallando

T() = x(Hi + y()] Vector tangente unitario

y observando que N(¢) debe ser

N, (H) = yOi - x(1)j o bien NL(1) = =y(H)i + x(1)

Como \/[x(t)]z + [y(1)]* = 1, se sigue que ambos, N,(f) y N,(#), son vectores
-\‘ normales unitarios. El vector normal principal N es el que apunta hacia la

y concavidad de la curva, como se indica en la Figura 11.21 (véase Ejercicio 49).
Esto vale asimismo para curvas en el espacio. Es decir, para un objeto que se
mueve a lo largo de una curva C en el espacio, el vector T(#) apunta en la
direccion del movimiento, mientras que N(7) es ortogonal a T(r) y apunta en la
direccion en la que el objeto esta girando (Figura 11.22).

FIGURA 11.22
En cualquier punto de una curva, un vector niormat
unitario €5 ortogonal al vector tangente unitario.

El vector normal principal apunta en la direccidn EJEMPLO 4 Célculo del vector normal principal
en la que estd girando la curva,

Hallar el vector normal principal para la hélice
r(f)=2costi+ 2senrj+tk

Solucién: ~ Por el Ejemplo 2 sabemos que el vector tangente unitario es

1
T(H)=——=(~2senti +2 cos tj+ k)

2 vE

Asi pues, T'(#) viene dado por

1
T'(f) = —=(-2 cos ri — 2 sen tj)

NG

Como [|T(0)]| = 2/ﬁ, se sigue que el vector normal principal es

T'(
N() = ’( )

T (]
1 . .

= 5(—2 cos ti — 2 sen tj)

= —cos ti — sen 1

FIGURA 11.23
N(#) es horizontal y apunta hacia el cie . Notese que este vector es horizontal y apunta hacia el eje z (Figura 11.23).

a
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Componentes tangencial y normal de la aceleracién

Volvamos al problema de describir el movimiento de un objeto sobre una cur-
va. En la seccién anterior vimos que un objeto que se mueve con rapidez
constante, los vectores velocidad y aceleracién son ortogonales. Eso parece
16gico, ya que si hubiese alguna aceleracién en la direccién del movimiento, la
rapidez no se mantendria constante. Una manera de comprobar esta afirmacién
consiste en darse cuenta de que

'@ r@ =0

s [[r'(#)]| es constante. (Véase propiedad 7 del Teorema 11.2.)

Sin embargo, para un objeto que viaja con rapidez variable, los vectores
velocidad y aceleracién no son necesariamente ortogonales. Por ejemplo, he-
mos visto que el vector aceleracién de un proyectil apunta siempre hacia abajo,
sea cual sea la direccién del movimiento.

En general, una parte de la aceleracion (la componente tangencial) actia en
la direccion del movimiento y otra parte (la componente normal) actda en di-
reccion perpendicular a la del movimiento. Con el fin de determinar esas dos
componentes, podemos utilizar los vectores unitarios T(7) y N(9), que van a
Jugar un papel andlogo al que juegan i, j cuando se representan vectores en el
plano. El préximo teorema establece que el vector aceleracion estd en el plano
determinado por T(z) y N(#).

Demostracion:  Con el fin de simplificar la notacién, escribiremos T en lugar de
T(1), T' en lugar de T'(s), etc. De T = r'/lir')| = v/||v||, se sigue que

v =|vj|T
Derivando resulta
a=v =D/J|v|]T + |viT Regla del producto
[T
= D[IIv|IIT + IIVIIT’< ,
’ [I'T"]]
= DJIIVINT + ||v[[||T||N N =TT

Como a estd expresado mediante una combinacién lineal de T y N, debe estar
en el plano determinado por T y N. L]

Los coeficientes de T y N en la demostracién del Teorema 11.4 se llaman
componente tangencial y componente normal de la aceleracién, y se suelen
denotar por a, = D[||¥|[T y ay = [[V||||T’||. Asi pues, podemos escribir

a(f) = a, T() + a N(1)
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El teorema siguiente proporciona férmulas apropiadas para ay y dy.

« e existe N(7), las

JalP = af

eleracion se llama tam-

Demostracion:  Es claro que a estd en el planode T y N, asi que de la Figura 11.24
deducimos que, en cualquier instante f, la componente de la proyeccion del
vector aceleracion sobre T es a, =a - T y sobre N es ay = a - N. Ademas, como
a=v yT=v/||v|, resulta ser

v v-a
Ar=a-T=T-a=—-a=
' [Ivll vl
En los Ejercicios 51 y 52 se pide probar las otras partes del teorema. 0

| Neta. Las formulas del Teorema 11.5, junto con otras de este capitulo, se resumen en
la pagina 1095.

EJEMPLO 5 Componentes tangencial y normal de la aceleracion

Hallar las componentes tangencial y normal de la aceleracion para la funcion
FIGURA 1124 posicién r(f) = 3ti — 1j + £°Kk.
Las componentes tangencial y normal de la

aceleracidn se obtienen proyectandoa sobre TyN. g1 i4n:  Comenzamos calculando la velocidad, la rapidez y la aceleracion.

v(t) = F(f) = 3i - j + 2k

IVl = /9 + 1 + 4= /10 + 47
an=r"(n=2k

Por el Teorema 11.5, la componente tangencial de la aceleracion es

vV-a 4t

A = =
v S0+ 42

y puesto que
i j k
vxa=|3 -1 2f=-2i-6j
0 0 2
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| Notz. La componente normal de
la aceleracién es igual al radio del
cilindro en el que estd contenida la

hélice.

FIGURA 11.25

En esta parametrizacion, la componente normal
de la aceleracién es igual a la aceleracidn.

252
= "7%

=1

e
50 75 100 125 150

FIGURA 11.26
Trayectoria de un proyeciil.
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y la componente normal es

Cvxall  Ja+36  2./10 -

Ay = = =
Yo llall T J10+ 42 J10 + a8

| Nota. En este ejemplo podriamos haber utilizado una férmula alternativa para

162 2,/10
ay=+/lall* - a} = \/(2)2 T 10 + a2 =m
+ 4t

EJEMPLO 6 Cdlculo de ay y a, para una hélice

Calcular las componentes tangencial y normal de la aceleracién para la hélice
dadaporr(f) =bcosti+ bsentj+ctk, b>0

Solucién:

vit)=r'(t)=-bsenti+ bcostj+ck

[Iv()|| = \/bz sen’ ¢ + b* cos? t + 2= /b + 2

a(f) =r’(t) = -b cos ti — b sen tj
Por el Teorema 11.5, la componente tangencial de la aceleracién es

v-a b>sentcost—-hbsentcost+ 0
aT= = =
[I¥]| Jb? o+ ¢t

Ademds, como ||a(9)|| = \/ b* cos® t + b? sen? t=b, podemos usar la férmu-
la alternativa para la componente normal:

0

ax /A = = /b7 - 02 =b
Hagamos notar que la componente normal es igual en magnitud a la acelera-

cién. En otras palabras, puesto que la rapidez es constante, la aceleracién es
perpendicular a la velocidad (véase Figura 11.25). L

EJEMPLO 7 Movimiento de un proyectil

La funcién posicion del proyectil de la Figura 11.26 viene dada por
r(t) = (SOﬁt)i + (50\/51‘ - 16£3)j Vector posicién
Calcular la componente tangencial de la aceleracién cuando =0, 1 y 25ﬁ/ 16.

V(1) = 50,/2i + (50,/2 - 320)j Vector velocidad

IVl = 2,/50% - 16(50)/2¢ + 162 Rapidez

a(t) = -32j Vector aceleracién
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La componente tangencial de la aceleracion es

V(D) - al) ~32(50,/2 - 321)
YOIl 2, /502 - 16(50)\/2 + 167

aT(t) =

En los instantes especificados, es

~32(50,/2
ar(0) = _—(1()6\[*) =-16/2 ~ -22,6

~32(50,/2 - 32)
2,/50% - 16(50)\/2 + 162

(25ﬁ) ~32(50,/2 - 50./2)
dg = =0
16 50,2

Puede verse en la Figura 11.26 que en el momento de alcanzar la altura maxi-

ag(1) = ~ -154

ma, cuando t = 25\/5/ 16, 1a componente tangencial es cero. Esto es razonable,
ya que la direccién del movimiento es horizontal en ese punto y la componente
tangencial de la aceleracion es la componente horizontal. U

Ejercicios de la Seccién 11.4

En los Ejercicios 1-6, hallar el vector tangente unitario T(z) y
unas ecuaciones paramétricas para la recta tangente a la cur-
va espacial en el punto P.

1. r(=ti+j+1tk PO 00

2 2
2. rin=ti++ gk, P, 1, 5)

3. r(ih=2costi+ 2sentj+ 1k, P(2,0,0)
4.t =t /4 - 2y, P, 1, /3

5. r(®) =<2 cost,2sent, 4 P(ﬁ, \/5 4)
6. r(t)={2sent, 2cost, 4sen’1), P(1, \/E 1)

% En los Ejercicios 7 y 8, representar en una calculadora la
curva. A continuacion, hallar T(z) y ecuaciones paramétricas

para la recta tangente a la curva en el punto P. Representar la
recta tangente.

7. v =<1 13 288/3), P(3,9, 18)

1
8. rin=3costi+4sentj+ Elk’ P(0, 4, n/4)

Aproximacion lineal En los Ejercicios 9 y 10, determinar
ecuaciones paramétricas para la recta tangente a la gréficaen
t = 1, y usarlas para aproximar r(z, + 0,1).

9. )= Int J, 1= 1
10. r(H=<e ", 2cost,2sent), t,=0

En los Ejercicios 11 y 12, verificar que las curvas se cortan
en los valores de los parametros indicados y calcular el éngu-
lo que forman los vectores tangentes a las curvas en el punto
de interseccion.

|
11. r(n) = (z -2, 1 5t>, t=4

(s) l 25, 3
us)= /-5 25 /5y, 5=
(a0297)

12. r()={t,cost,sent), t=0

| 1
u(s) = {—- sen®s — sen 5, 1 — ~sen” 5 - sen s,
2 2

1 1
—senscos s+ —sy,5§=0
2 2



Efercicios de la Seccion 11.4

En los Ejercicios 13-16, hallar v(r), a(z), T(r) y N(¥) para un
objeto que se mueve a lo largo de la trayectoria determinada por
la funcidn vectorial r(r). Con esos resultados, describir la forma
de la trayectoria. ;Es constante la rapidez de ese objeto?

13. () = 4ti 14. r(p) = 4ti - 24

15, r(n) = 4% 16. r(t)=rj+k

En los Ejercicios 17-22, hallar T(z), N(#), a,, y ay en el ins-
tante ¢ indicado para la curva plana r(s).

1
17. r(t):ti+;j,t= 1

18 rO=ri+3,r=1
. 7 N T
19. r)=¢€cosri+e'sentj t=—
20, r(®)=acosmti+ bsen wtj, t=0
21. r(t) = {cos wt + wi sen wt, sen Wt — W cos WIY, =1,
22, ry=<wt-senwl, 1 —coswt), 1 =t,
Movimiento circular En los Ejercicios 23-26, considera-
mos un objeto que se mucve de acuerdo con la funcién posicion
r(f) = a cos wii + a sen wtj
23. Hallar T(#), N(9), a, y ay.
24. Determinar las direcciones de T y N respecto de 1a fun-
¢ién posicion r.
25. Calcular larapidez del objeto en todo instante ¢ y expli-
car su valor en relacién con el valor de ay.

26. Si se divide por dos la velocidad angular, jen qué fac-
tor cambia a?

En los Ejercicios 27 y 28, dibujar la curva plana descrita por
la funcién vectorial dada y esbozar los vectores Ty N en el
punto r(t,). Obsérvese que N apunta hacia la concavidad de
la curva.

Funcién Tiempo
.
27, r(t)=t|+;_] to=2
28. r(H)=2cos i+ 2senij ; n
0=
4

29. Movimiento cicloidal La figura muestra la trayecto-
ria de una particula que sigue el modelo de la funcién
vectorial

r(f) = {nt — sen nt, | — cos nt)

Asimismo, la figura muestra los vectores v{(r)/||lv(2)|| v
a(2)/||a(t)}| en los valores indicados de ¢.
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| 3
a) HallaraTyaNpaIat=—2—,t=l,yt=§

b) Determinar si la rapidez de la particula crece o de-
crece en cada uno de esos instantes. Justificar los
resultados.

y

30. Movimiento sobre una involuta de un circulo 1a fi-
gura muestra la trayectoria de una particula moévil so-
bre la curva dada por

r(t) = {cos @t + 7t sen 7L, Sen wt — 1t COS 7L

Muestra asimismo los vectores v(¢) y a(f) para t = 1

yi=2,

a) Hallara,yagparar=1yt=2.

b) Determinar si la rapidez de la particula crece o de-
crece en cada uno de esos instantes. Justificar las
respuestas.

En los Ejercicios 31-34, calcular T(¢), N(7), a5, y ay en el
instante ¢ que se especifica para la curva r(#).

Funcion Tiempo
31. r(®=rti+2tj- 3tk r=1
32, r(H)=4ri- 4§+ 2k t=2
t2
33. r(t):ti+t2j+5k =1

3. r(H)=¢'costi+ e senrj+ 'k t=0

En los Ejercicios 35 y 36, representar la curva espacial en
una calculadora y hallar a continuacién T(r), N(?), a, ay en
el instante 7 que se indica. Dibujar T(f) y N(7) sobre la curva.
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35.

36.
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Funcion Tiempo
. . T
r(t) =4ti+ 3 costj+ 3 sentk 125
t2
r(t)=ti+3t2j+5k =2

En los Ejercicios 37 y 38, hailar los vectores T y N, y el
vector binormal unitarioc B =T x N para la funcién vectorial
r(f) en el instante ¢ indicado.

37.

38.

40.

t
rif)=2costi+2sentj+ -k to=g

r(t)=ti+tzj+§k ty=1

Control de trdfico aéreo A causa de una tormenta,
los controladores ordenan a un piloto, que vuela a una
altitud de 4 millas, que efectie un giro de 90° y se eleve
hasta 4,2 millas. El modelo de su trayectoria durante la
maniobra es

1
r(f)=<{10cos 107z, 10sen 10z, 4+ 41,0 < ¢t < 7

donde el tiempo ¢ se mide en horas y la distancia r en

millas.

a) Calcular la rapidez del avion.

b) Con ayuda de calculadora, hallar ag y ay. Por qué
una de ellas es nula?

Movimiento de un proyectil Se lanza un proyectil
desde una altura de 5 pies, con una velocidad inicial de
100 pies/s y con un dngulo de elevacién de 30°.

a) Describir su trayectoria mediante una funcién

vectorial.
b) Representar su frayectoria en una calculadora y apro-
ximar la altura maxima y el alcance del proyectil.

41.

42.

43.

44.

¢) Calcular v(@), |[v()ll, vy a(®)
d) Completar la tabla con ayuda de calculadora.

t 05|10 1,5(20|25 |30

Rapidez

e) Usar una calculadora para hallar T(s), N(#), ar, ¥
ay, y verificar que a = a;T + a\N.

f) Dibujar en la calculadora la gréfica de las funcio-
nes escalares d, y ay. (C6mo estd cambiando la
rapidez del proyectil cuando a; y ay tienen signos
opuestos?

Movimiento de un proyectil Calcular las componen-
tes tangencial y normal de la aceleracién para un pro-
yectil disparado con dngulo de elevacién 0 y velocidad
inicial v, ;Cudl es el valor de esas componentes en el
instante en el que alcanza la maxima altura?

Movimiento de un proyectil Un avién que vuela a
30.000 pies de altura y a 540 millas/h (792 pies/s), deja
caer una bomba. Calcular las componentes tangencial
y normal de la aceleracién de la bomba.

Aceleracidn centripeta  Un objeto estd girando a ve-

locidad constante, atado al extremo de una cuerda, si-

guiendo la funcién posicién dada en los Ejerci-

cios 23-26.

a) Si se dobla la velocidad angular, jcomo cambia la
aceleracién centripeta?

b) Sise mantiene la velocidad angular pero se divide
por dos la longitud de la cuerda, ;cémo cambia la
aceleracidn centripeta?

Fuerza centripeta Un objeto de masa m se mueve
con velocidad constante ¢ por un circulo de radio r. La
fuerza requerida para producir la componente centripe-
ta de la aceleraci6n se llama la fuerza centripeta y vie-
ne dada por F = mv?/r. La ley de Newton afirma que
F = GMm/d?, donde d denota la distancia entre los
centros de los dos cuerpos de masas My m,y Ges la
constante de gravitacién universal. Usar esa ley para
probar que la rapidez exigida para producir el movi-

miento circular es v = ./ GM/r.

Velocidad orbital En los Ejercicios 45-48, calcular, usan-
do el resultado del Ejercicio 44, la rapidez necesaria para la
orbita circular dada en torno a la Tierra. Tomar GM = 9,56 x
x 10* millas cudbicas/s?, y un radio terrestre de 4.000 millas.

45.

46.

La 6rbita de un modulo espacial que viaja a 100 millas
de altura sobre la superficie terrestre.

La 6rbita de un médulo espacial que viaja a 200 millas
de altura sobre la superficie terrestre.



