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ECUACIONES DIFERENCIALES

Definicidn de una ecuacion diferencial

Segin Zill:

Una ecuacion que contiene las derivadas de una o més variables dependientes
con respecto a una o més variables independientes, es una ecuacidn diferencial.

Segin Granville:

Una ecuacion diferencial es una ecuacion que contiene derivadas o
diferenciales.

A menudo las palabras ecuaciones diferenciales nos hacen pensar en la solucian
de cierto tipo de ecuacidn que contiene derivadas; pero implica mucho mas que eso.

Asi como al estudiar algebra y trigpnometria se invierte bastante tiempo en
resolver ecuaciones, como x? +5x+ 4= 0 con |a incognita "', en este curso una de
nuestras tareas serd resolver ecuaciones diferenciales como y"+2y*+y=0; cuya

incagnita es la funcitn y= ().

En el curso se vera que hay mas en el estudio de las ecuaciones diferenciales,
que solo el manejo de los métodos que alguien ha inventado para resolverlas.

ALTIVIOAD I- Investigar el origen de las ecuaciones diferenciales.



MODELOS MATEMATICOS

Las ecuaciones diferenciales cobran vida al desear describir el comportamiento
de un sistema o fendmenao de |a vida real en términos matematicos; dichos fendmenos
pueden ser fisicos, socioldgicos o hasta econdmicos.

A la descripcion matematica de un sistema o fendmeno se llama modelo
matematico; y se forma con ciertos objetivos en mente; por ejemplo, podriamos tratar
de comprender los mecanismos de cierto ecosistema estudiando el crecimiento de las
poblaciones de animales, o podriamos tratar de fechar fasiles analizando |a
desintegracion de una sustancia radiactiva, sea en el fasil o en el estrato donde se
encontraba.

Cuando tratamos de describir un sistema, con frecuencia se plantean hipdtesis;
dado que las hipatesis acerca de un sistema implican con frecuencia la razdn o tasa, de
cambio de una o méas de las variables, el enunciado matematico de todas esas hipdtesis
es una o mas ecuaciones donde intervienen derivadas.



EJEMPLOS DE MODELOS MATEMATICOS

Dindmica de poblaciones

Uno de los primeros intentos de modelar mateméticamente el crecimiento
demografico humano lo hizo el economista ingles Thomas Malthus en 1738. En esencia,
la idea del modelo maltusiano es la hipatesis de que la tasa de crecimiento de a
poblacion de un pais crece en forma proporcional a la poblacian total, P(t), de ese pais

en cualquier momento “/. En otras palabras, mientras mas personas haya en el
momento "7, mas habré en el futuro. En términos matematicos, esta hipotesis se
puede expresar

d—Pa’P 0 Sed, £=kp
dt

dt

Desintegracidn radiactiva

El nicleo de un atomo estd formado por combinaciones de protones y neutrones.
Muchas de esas combinaciones son inestables; esto es. los 4tomos se desintegran, o se
convierten en dtomos de otras sustancias. Se dice que estos nicleos son radiactivos;
por ejemplo, con el tiempo, el radio Ra 226, intensamente radiactivo, se transforma en
gas radan, Rn 222, también radiactivo. Para modelar el fenameno de la desintegracitn
radiactiva, se supone que la tasa con que los nicleos se desintegran (decaen), es
proporcional a la cantidad (con més precision, al nomero de nicleos) At de

sustancia que queda al tiempo "7



d—Aa’A 0 Sed, d—A=kA

dt dt

a) Si dos cantidades u y v son proporcionales, se escribe . Esto quiere decir
que una cantidad es maltiplo constante de la otra: u=kv.
Si damos un vistazo atras, nos daremos cuenta que |a ecuacion uno es exactamente

igual a la ecuacion dos. La diferencia estriba (radica) en la interpretacion de los
simbalos.

El modelo (1) de crecimiento también puede verse en la ecuacidn:

E: rs
dt
que describe el crecimiento de un capital "5 invertido continuamente a una tasa anual

un
7' de enteres compuesto.

En sequida se enuncian algunas ecuaciones que son similares a las anteriores;
ecuaciones que sin duda alguna serd familiar para el lector.

[ En fisica se utiliza |a expresian que nos ayuda a resolver problemas de

velocidad

x=vt [ D»%:v
dt

2. Endindmica se emplea la siguiente expresion matematica; que es una de las

leyes de Newton.
FemaOmF=m¥oo ¥-F
dt d m

d.  En electrdnica o fisica se emplea |a siguiente ecuacian para calcular el flujo
de electrones en un conductor.



=90 E.Li(t)=ﬂm 099
t it dt

ACTIVIDAD Z- Menciona algunas otras ecuaciones o sistemas gue impligue
ecuaciones diferenciales

Con frecuencia los modelos matematicos se acompaiian de condiciones definitorias,
(condiciones iniciales); por ejemplo en las ecuaciones | y 2, cabria esperar conocer una
poblacion inicial, R, y la cantidad inicial de la sustancia radiactiva, A,

respectivamente. Si el tiempo inicial se define como t =0, sabemos que P(0)=P, y que
A0)= A,. En otras palabras, un modelo matematico esta formado por un problema de

valor inicial, o por un problema de valores en la frontera.

El modelo de desintegracion implica sistemas bioldgicos; por ejemplo, |a
determinacion de la “vida media” o “periodo medio” de una medicina; es decir, el
tiempo que tarda el organismo en eliminar 50% de ella, sea por excrecion o por
metabolizacidn.

En quimica, el modelo de decaimiento de (ji_?:kA' aparece en la descripcian

matematica de una reaccion quimica de primer orden; por tal motivo podemos concluir
quE:

Una sola ecuscion diferencial puede ser un modelo matematico de muchos
fendmenas distintos

En general, las ecuaciones diferenciales son aplicables a todos |os fendmenos de
sistemas que son cambiantes.



o LEY DENEWTON DEL ENFRIAMIENTO O CALENTAMIENTD

d—TaT -Tm 0 Sea, d—T=k(T -Tm)
at dt

T(t) = Temperatura del objeto en un tiempo “ 7

T_ = Temperatura del medio que rodea al objeto

d—I = Razdn con la que |a temperatura cambia.

o PROPAGACION DE UNA ENFERMEDAD

Por ejemplo la gripe, que se propaga en la comunidad por contacto

dx _
Pl
x(t)=  Numero de personas contagiadas
y(t)= Numero de personas no contagiadas
% = Razdn ala que se propaga la enfermedad; y es proporcional al nimero de

encuentros entre las personas contagiadas y las no contagiadas.

Xy = Numero de encuentros



ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES HOMOGENEAS

Se dice que una ecuacion diferencial es lineal y homogénea si tiene la
siguiente forma:

d
Y 4 p(x)y=0
dx

Llamaremos esta ecuacion forma estandar de una ecuacion diferencial lineal
homogénea o FE/EDLH

Generalizando la solucidon de la ecuacion diferencial se trabaja de la manera
siguiente

%+p(x>y=o ;

2|2

=-p()y - %=-p(x)dx - I%*J p(x)dx

|n|y|+q:—jp(x)dx - |n|y|=—jp(x)o|x—cl - |n|y|=—jp(x)dx+c

La ¢, fue cambiada por la cy ademas el signo, porque sigue siendo una

constante, ademas la integral de p(x) nos arrojara una constante mas, esta la
unimos en cy finalmente tendremos

—I p(x)dx

|n|y|:—Ip(x)dx+c IR M LG y=ce yzce-jp(x)dx 1)

Aqui aplicamos la teoria de los exponentes que dice a™a" =a™", pero como ¢
es otra constante, la generalizamos como una simple constante c.




Resolver la ecuacién y'+ay =0

. 7 . . .7 .7 . . *
Esta ecuacidn se puede escribir también con la notaciéon de Leibniz como

ﬂ+ay:0 se resuelve

dx

ﬂ:—ay R ﬂ:—adx - jﬂzf—adx

dx y y

In|y|+c,=-ax+c, - In|y|=-ax+c haciendo ¢,—c,=c

La ecuacién anterior es un buen resultado, sin embargo en ocasiones

se desea despejar a la variable dependiente " y" ; entonces como es una

igualdad se procede a emplear lo siguiente:

)

I — —
In|y| =—ax+c - eM=gae y=e€ e como € es otra constante

Solucion

Otra manera de hacerlo seria simplemente emplear (1)

y= ce1"™* sabiendo que p(x)=a [

- | adx _
y:ceI > y=ce®

)

Solucion



Resolver la ecuacidon xy'+(Inx)y =0

¢Tiene la forma estandar?, si la tiene procedemos a resolverla, si no lo tiene

le damos la forma.

En este caso, no tiene la forma, por lo tanto dividimos a toda la ecuacién
diferencial por "X" como sigue y se resuelve como el ejemplo uno.

xy+(nx)y _0 ~ M+(Inx)y:o . Inx 0
X X X X X

Al parecer, la integral jln—xdx, es bastante complicada, todo depende como
X

. . . . . dx
se analice, pero si tomamos como la variable u=Inx, su diferencial du=—, y
X

podemos emplear ju”du, por lo tanto continuamos con la solucion de la ED

(Inx)? _(nx)?

y=€e 2 . y=ce °?

Solucion

@ Otra manera de hacerlo seria simplemente emplear (1)

Jpeos _(Inx)

y=ce , sabiendo que p(x) = O

[0 _(nxy?
= X = 2
y =ce ~ y=ce



_Imdx
=ce" X - y=ce

Solucion

Xy'+y=0

Resolver la ecuacion

éTiene la forma estandar?, si la tiene procedemos a resolverla, si no lo tiene
le damos la forma.

En este caso, no tiene la forma, por lo tanto dividimos a toda la ecuacion
diferencial por x* como sigue y se resuelve como el ejemplo uno.

—J. X2dx

Xy'+y=0 - y'+iy:0 - y=ce'® L y=ce
X

X—Z+1 X—l

- - -1
y=ce >  y=ce ! L y=ce& L y=cel

4

Solucion



oo

Resolver la siguiente ecuacién diferencial con valor inicial

2X
y=0, y(0)=2

1+x°

y_

Como podemos darnos cuenta, tiene la forma estandar; por lo tanto,
empezamos por resolverla empleando (1)

I_ 2x dx 2X

In‘1+x2‘

- —0ax
y=ce ¥  y=ce®™ , y=ce - y=c(l+x?)

Una vez resuelta la ecuacion diferencial, empleamos las condiciones iniciales
y(0)=2 esto es, cuando x=0, y=2

y=c(l+x’) - 2=¢[1+(0f] - c= 2 porlotanto lasolucion particular es
y=2(1+x%)

- ..
< Solucion



ACTIVIDADES DE APRENDIZAIJE l

1. Resuelve las siguiente ecuacidn diferencial y'+3x’y=0

Solucién: y=ce™
2. Resuelve la siguiente ecuacién diferencial xy'+3y=0

., c
Solucién: y=—

X3
. ., . . L1+ X
3. Resuelve la siguiente ecuacion diferencial y +Ty:0, y@=1

=X

Solucién: y=

4. Resuelve la siguiente ecuacion diferencial

Xy'+ (1+ xcotx)y = 0, y(l—g= z

Solucién: y=

Xsenx

5. Resuelve la siguiente ecuacién diferencial xy'+(1+lij y=0, y(e)=1
nx

Solucién: y=
xIn x

6. Resuelve la siguiente ecuacion diferencial y'+5y: 0, y=3
X

Solucion: y= ik
X



ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES NO HOMOGENEAS

Ahora daremos un paso mas, en la parte anterior trabajamos con la ecuacion

diferencial homogénea, %+ p(x)y=0. Si a la ecuacién diferencial, la
X

igualamos a una funcion que dependa de x, quedaria de la siguiente
manera.

Y\ by = (%)
dx

A esta ecuacion la llamaremos ecuacion diferencial lineal no homogénea,
donde p(x) y f(x)dependen de la variable "x".

Para cualquier ecuacién diferencial que se le pueda dar esta forma, podemos
resolverla de dos maneras.

a) lgualando la funcidn a cero y resolviendo la ecuacién diferencial
homogénea, para posteriormente utilizar variacion de parametros
b) Buscando un factor integrante, el cual surge de integrar la funcién p(x)

Generalizando la solucion segun el inciso b, la ecuacién diferencial se trabaja
de la manera siguiente:

Yooy =f9 - =" . &(w(x)y)w(x)f(x)

dx

d(@y) =g f(dx - [d(g)y)=[@x)fIax — @x)y=[@x)f()dx

j AX) f (x)dx
@A)

Finalmente tenemos la solucidon y=

Donde ¢(x), es el factor integrante.



e

o . 17
Resuelva la siguiente ecuacion diferencial y'+—y=—+3
X~ X

Para esto, primero observamos si la ecuacion diferencial tiene la forma

%+ p(x)y = f(x); como si la tiene resolvemos la parte homogénea

ﬂ+ p(X)y =0, esto es y'+1y:0.
dx X

Lok
y.+1y:0 - yzce—jp(x)dx . yzcejxd L y=ce™
X

y=ce™" y=ox' - y=5 hastaaqui, hemos hecho lo que ya
X

sabemos, ahora tenemos que cambiar la constante por una variable, que en
este caso serda una uy a la funcién nueva la lamaremos parte de la solucion o
PS.

PS = y=E
X

Ahora que tenemos a PS, lo derivamos y sustituimos en la ecuacién
diferencial que tiene la forma estandar

dy _ “ax ax . L xu-u(d) _xu' u
—=—2——"omassencillo y'=———-+ - y'=—-—
dx X X X X

Esta ultima ecuacidn y PS la sustituimos en la ecuacién que tiene la forma

Q+ p(x)y = f(x); nétese que Y es lo mismo que y',y u':%.

dx ox dx

y'+1y=l+3 N u——%+—1£_—72+3 N u—:—72+3 = u':—75:+3<
X X XX X X X X



%:Z+3x - du:(z+3xjdx - du:7%+3<dx - jdu:7j%+ qﬂxdx
X X X

u= 7In|x| +gx2 +c, este ultimo resultado lo sustituimos en PS y obtenemos el

resultado
7In|x|+§x2 +C
_u — 2
y=— - Yy=
X X
&

Solucion

@ Otra manera de resolver el problema es buscar un factor integrante

AX) L para emplear la expresion %(qo(x)y) = ¢(x) f (X); esta expresion

es aplicable siempre y cuando la ecuacion diferencial tenga la forma estandar
y'+ p(x)y = f(x) . Para la ecuacion diferencial y ademas reconocer las

funciones p(x) y f(x); en este caso tenemos los siguientes datos:
1 7
p==y f(X)==+3
X X
Por lo tanto tenemos

ax) = O qo(x):ekdx S o@g)=€e™ . @gx) =xy finalmente

d d 7 7
&(qo(x)y)=qo(x)f(x) - &(xy)=x(—2+3J - d(xy)=x(F+3jdx

X

7 dx 3
Id(xy):jX(?+3jdX . xy:7I7+3j’xdx . Xy=7ln|x|+§x2+c



7In|x|+§x2+c
2

y:
X

Solucion

Resuelve la siguiente ecuacién diferencial y'+2y = X’
Primero resolvemos la parte homogénea.

y'+2y =0, de donde sabemos que la solucion es como las anteriores

- [ p(x)dx
y=ce

y'+2y=0 - y= ce [P0

y= ce_j 0, y=ce? PS= y=ue®

Derivamos a PS y'=—-2ue > +e>u’, esta ecuacion la sustituimos en la ED que

tiene la forma estandar incluyendo a PS, como en seguida.

y+2y=xe? L -—aue*+eutde*=x¥* - e*u'=x¥t?
32X

. X

u= -

g dx

du x*
—=x 4 du=x%dx - :7+c

Finalmente sustituimos "u"en PS y el resultado es el siguiente

—2X [X4 j —2X
y=ue - y= Z+C e



Solucion

6 Otra manera de resolver el problema es buscar un factor integrante

p(x)dx

ﬂm:J

, para emplear la expresion di((p(x)y) =@(x) f (x); esta expresion
X

es aplicable siempre y cuando la ecuacion diferencial tenga la forma estandar
y'+ p(x)y = f(x) . Para la ecuacion diferencial y ademas reconocer las

funciones p(x) y f(x); en este caso tenemos los siguientes datos:
p(x)=2 y f(x)=xe”

Por lo tanto tenemos

2dx

a0 =" . gx)=e

%(ezxy) — x> . d (eay) = x3x

2 (e9y) =010~

X
4 —+C 4
fy=2+c . y=4__ yz(xfwje_zx

Solucion

., . . .4 1 sen(x
Resolver la ecuacion Diferencial y'+ y= =+ ( Z
x=-17 (x-1)° (x-1)

La solucion aplicando factor integrante; para esto tenemos que conocer las

funciones p(x) y f(x), en este caso tenemos los siguientes datos:



1 +sen(x)
(x-0" (x-9"

. . . d
integrante, que lo obtenemos de la siguiente manera ¢(x) =e[p(x) "

ahora se debe encontrar un factor

_ 4 _
p(X)—E, - f(x)=

3
x-1

(dX):e[p(X)dX ~ ﬂx):e[xi_ldx ~ ﬂX)ZGA'[ ﬂx):e‘un(x_l)
Px) =" L g(x) = (x-1)*

Ahora empleamos %((U(X) y) =@(X) f (X)

d = d —1Vy) = (v — 1) 1 sen(x)
(A =A0T00 = L (x-Dy) = () [(x_l)”(x-l)“}

d 1 o] 1
&((x—l) y)—(x_1)1+sen(x) - d((x-1) y)—{—(x_l)+sen(x)}dx

dx

(x-1)

_In|x=1]-cosk )+c
S

Id((x—l)“y):J'{L+sen(x)}dx - (x—l)“y:J' +Isen(x)dx

(x-1)

(x-1*y=In|x-1-cosk }c - 'y

_In|x=1]-cosf }+c
s

Solucion

e

Resolver la ecuacion Diferencial xy'+(1+2x°)y = x’e™

Observando la ED, nos podemos dar cuenta que no tiene la forma estandar



%+ p(x)y = f(x), por tanto, podemos arreglarla dividiendo toda la ecuacion

entre x.
(1 2¢)y=xer - W)y ety (B 2y xer
X X X X X

(1+2¢) .o

y'+ y=Xxe
X

Ahora podemos resolver aplicando factor integrante; para esto tenemos que

Conocer las funciones p(x) y f(x), en este caso tenemos los siguientes datos:

(1+ 2x2)

X

p(x) = - f(X)=x%*, después de conocer esto, se busca el factor

. . . . d
integrante factor, que lo conseguimos de la siguiente manera ¢(x) :e[p(x) g

(1+ 2x2

)dx 1,280y, 9, [ 2xax
a0=d"" L gn=d " L qo(x):ej(x S a=er1

dx 2x2
—+2| xdx In(x)+—
X -.. 0 2

(p(x)zeI p(x)=e S o) =€eme’ L g(x) = xe*

Ahora empleamos %((o(x)y) =@(x) f (X)

%(go(x)y):ga(x)f(x) = %(xexzy):xexzxze‘xz = %(xeny):x3

4

d(xexzy)=x3dx R Id(xexzy):jx3dx - xex2y=XZ+c



Solucion

Resolver la ecuacion Diferencial y'+(tan(x))y = cos |

En la ED. reconocemos facilmente que p(x) =tan(x) - f (x)= cosk |, ahora buscamos el

d
factor integrante @(X) = e[p(x) g

A=~ gx=d

tan(x )dx

N ﬂX) - e—ln(cos(x)) . ﬂX) — eIr‘( cosk )™

1
cos(x)

@x) =(cosk)” - @k)=

Ahora empleamos %(ﬂx)y) =@(x) f(X)

d _ dl 1 _ 1 dl 1 \_
&(qa(x)y)—(p(x)f(x) - d_x(cos(x)yj_ cosK fosé() - d_x[ cos( J_J

1 _ 1 _
d(cos(x)yJ_dX - Id( cosk )yj—jdx

w I Solucion

(cols( 3/]=X+c - y=(x+c)coskx)



ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE l

1. Resuelve las siguiente ecuacién diferencial y'+3y=1
Solucion: y:%+ce'3X
. . . (1 2
2. Resuelve la siguiente ecuacion diferencial y'+| =-1|y=-=
X X

., 2 cC
Solucion: y==+-¢"
X X

3. Resuelve la siguiente ecuacidn diferencial y'+2xy=xe™*

2 X2
Solucion: y=¢€™ (7+c]

4. Resuelve la siguiente ecuacion diferencial y'+ Sy =

e’+c

Solucién: y=-
1+ %2

5. Resuelve la siguiente ecuacion diferencial y'+=y=—+3
X

7In|x| R

Solucién: y= >
X

6. Resuelve la siguiente ecuacion diferencial y'+ 4 y= L 5+sen(x2
x=-1" (x-1 -1

Solucion: y=(x=1)"*(In|x-1- cosx+c)

7. Resuelve la siguiente ecuacidn diferencial xy'+ 1+ 2x? )y = x%™

.. _y2 x> c
Soluciéon: y=e™ | —+=
4 X



ECUACIONES DIFERENCIAL DE BERNOULLI

BERNOULLI
La ecuacion de Bernoulli tiene la forma ;—dyx+ p(x)y=f(x)y', esta con la

notacion de Leibniz; el cual también se puede escribir en notacién con
primas como y'+ p(x)y= f(X)y'; con r 21. Cualquier ecuacion diferencial que
podamos llevar a esta forma, se llama ecuacion de Bernoulli; y se resuelve
como a continuacion

Solucion general para la ecuacion de BERNOULLI

y'+p(xX)y=f(x)y", primero resolvemos la parte homogénea, esto es

igualamos a cero el lado izquierdo de la ecuacién diferencial.

y'+ p(X)y =0, esta ecuacion diferencial la podemos resolver como lo hicimos

antes o bien generalizar para esta

. -[ p(x)d . . .
y+p(x)y=0 - - y:ceIpx *, cualquier ecuacion diferencial de la forma

jmnm

y'+p(X)y =0, la solucién es y=ce ; que es el resultado que se obtuvo en

el tema relacionado a ecuaciones diferenciales lineales homogéneas.

Para el caso de la ecuacidon de Bernoulli, solo generalizaremos un poquito,

—| p(x)dx . s .
sabemos que ejpx , €s una funcién que depende de la variable x, por tal
motivo no tendremos problema alguno si lo Illamamos para nuestra

o .\n

. .y - dx /
generalizacion como yl(x):ejp(x) , Y ademds la constante “c” la

" 14

reemplazamos con “u”, el cual es una técnica llamada variacion de
parametros. Entonces haciendo esas consideraciones tenemos

y'+p(x)y=f(x)y" tomamos la parte homogenga p'x y(=)

y+py=0 - ye=ce™* _ y=uy,x)




Lo que sigue es derivar a la funcion y=uy,/(x), el cual llamamos PS vy

sustituirlo en la ecuacién que ya se le dio la forma de ecuacidn de Bernoulli

y=uy,(X) - y'=uy,'(X)+u'y,(x), sustituyendo esta ecuacion en

y'+ p(x)y= f(x)y', tenemos

y+p(y=f09y — [uy, 00+u"y,(0]+ p()[uy, ()] = f (x)[uy,()]

uy, "0 +u'y; (%) + POy, () = Uy, () =~ u'y,()+u[y, () + p)y,(x)] = F (u’y 1 (%)
Haciendo y'+ p(x)y =0 igual a vy,'(x)+ p(x)y,(x)=0, con y =y,(x)

Tenemos

_ fuy' (%)

u'y,()+uf0] = f Uy, (X) - u'y,()=fxu'y (x) - u
Y1 (X)

WS U0~ ST - du= Uy (00K
L= r ey~ [ =] 100y (ax
u u

Restituyendo el valor de “u” en PS, es decir y =uy,(x) tenemos

y=uy,(x) - y:U f (x)urylr‘l(x)dx+C} y,(X), comencemos con un ejemplo

s

Resolver la ecuacion diferencial y'+y=y? aplicando Bernoulli

Para iniciar, observamos si tiene la forma de la ecuacién de Bernoulli, si no la tiene le damos la
forma, y si no cumple, buscamos otra técnica. Parece ser que esta es adecuada para aplicar

Bernoulli



y'+y=y? tomamos la partg +y vy la igualamos &o¢@sto se resuelve como ya sabe

y+ty=0 o y=cel"*

Donde p(x) es el coeficiente que acompana a “y”, en este caso es 1, por lo

tanto tenemos

X

yzce—jp(x)dx ~ yzce—jdx L y=ce* - PS y=ue*
Derivando a PS y sustituyendo en y'+y=y?
PS y=ue™, - y'=-ue”+e’u’,

Sustituyendo y' yy en la ecuacion de Bernoulli+ y = y?

, _ % _ 2 V. _ ,_uwe
yHty=y? o -—uer+eu+uer=[ue*| - eru'=ue® L u'=—
eX
22X
_ue \ - . . du ; i}
u=—— - u'=uve - u'=uer - d—:uzex ~ du=u%dx
e X

-2+1
=—e*+C
1

du=v®e’dx - %: dx -~ uPdu=eYdx - Iu‘zdu:je‘xdx -

-1
YU —_gxsc - —lz—e‘x+c - [—lz—e‘uc}(—l) - E:e‘x+C
- u u u
1=e‘X+C - u= _Xl

u e +C

Restituyendo el valor de “u” en PS, o sea y=ue™ tenemos lo siguiente

e Sl - Y eele - Y eerer]
e*+C e*+C | ee" +Ce*

y= ; y= ; y= 1
e *e“ +Ce* e’ +Ce* 1+ Ce*

Solucion



Resolver la siguiente ecuacién diferencial aplicando Bernoulli

dy 1
X—Z+y=—
ax Y y?

Observamos la ecuacién diferencial para ver si tiene la forma ;ﬂ +p(X)y = f(X)y'
X

Parece que no cumple, por lo tanto tratamos de llevarlo a la forma estandar, la " X" esta
afectando, por lo tanto dividimos a toda la ecuacion entre " X" como sigue.
d 1 d 1 dy 1 1., . .,
x—y+y-— L YLy I y-—y2 si observamos, la ecuacién
dx y? dx X xy? dx x
. . L 1
diferencial cuenta con lo siguiente p(x) = f(x) ==,r=-2yyatiene la forma

x'
de ecuacion de Bernoulli; por lo tanto aplicamos el método

Empezamos

Ya de aqui en adelante trabajaremos con la forma estandar, es decir la
ecuacion que ya tiene la forma de ecuacién de Bernoulli

ﬂ+1y— y > tomamos la parte izquierda
dx x
ﬂ+1y=0 L oy= Cejp(x)dx L oy= Cef*x L y=ce™ y= cehntd™
dx x
-1 E

y=cd"™@ ., y=ox' L y== = y:% PS

Lo que sigue es derivar a PS



_u ,_Xu'-u ,_Xu' u ,_u'u
y__
X

Ahora, sustituimos a y y y' en la forma estandar de la ecuacion diferencial,

sabiendo que y':ﬂ

dx
dy 1 1 u' u  1lu_ 1 u u'_ 1u™ u' u?
—+—y=— — —_—2 —_—— = — — ————_2 — _=_—l
dx x° X x X xx x\x X XX X
1 -2 1
u' _u u'_ x , du
—=— - —== 5 uu'=x’ - u*—=x* - udu=xix
X X X U X

3 X3

u’du=x%dx - quduzszdx - _:E+C S uw=x*+c

Sustituyendo el valor de uen PS tenemos lo siguiente

3/3
u I +c . -
y=— - y=——— Estaeslasolucién explicita
X X

O si deseamos la solucién implicita

_u A +c s _[IxP+cC s X+C 'S
y=— o y= _>(y)— - Y= - yi=H
X X X X
i1+ S *=1+cx
y = 3 - y =
X
<=

Solucion



e

Resolver la siguiente ecuacién diferencial aplicando Bernoulli

dy 3
-2 = -1
R AL A
Parece que esta no tiene la forma de ecuacion de Bernoulli
dy

o Py = f )y

X

Pero nos esforzaremos por acomodarlo a la forma estdndar y comenzar a
trabajar

Q:y(xy3—1) - Q=xy“—y - Q+y:xy“, esta ultima es la forma
dx dx dx

estandar de la ecuacidon de Bernoulli y trabajaremos con ella de aqui en
adelante.

%*ny“, de aqui p(x) =1, f (x)=x,r = 4

Comenzamos

%+ y=xy* tomamos la parte homogénea para hallar parte de la solucidn
%w:o L y=celPe y=ce ™ . y=ce* . y=ue* PS

Ahora derivamos a PS y sustituimos y y y'en la forma estandar (FE) de la

ecuacion de Bernoulli

X

y=ue* - y'=-ue*+e’u’



— - 1 — — 4 - 1 .-
Yiy=w' - —uex+exu+ueX:x(uex) - efu=xute™ o =

1 _ _ _ 3 1
—4%:xe o d—lj:xe ¥dx - _[d—ljzjxe M L S_=-"xe
u® dx u u -3 3

1
)

_ 1._
=xe ¥*+Ze *+c
u 3

-3
u_:_lxe—3x_}e—3x +c (_3) N u‘3= Xe‘3>< +_1e—3< +C
3 9 3

1/3

o, 1 s IV 1 13
Xe +§e +C Xe +§e +C (Xe—3x+e—3x+c
3

1 u 1 y 1
oy Ly e B (e‘3X )1/3(x +1, ce™ jm g~ (x+ 1, ceslel3
e¥| x+=+ce - =
3 3 3

Tenemos el valor de "u", esto finalmente lo sustituimos en PS y la arreglamos

para obtener la solucion esperada

1 x 1

. =€ y= esta es la
x| x+=+ce”
3

1/37
3]
3

solucion de la ecuacion diferencial en forma explicita o en forma implicita

y=ue - y=

.. 1

x+1+ce3x
3

Solucion



ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE (BERNOULLI) l

1. Resolver las siguiente ecuacion diferencial x*y'+2y = 2&"*y"'?

2
Solucion: y=¢e"* (c—lj
X

2. Resolver las siguiente ecuacion diferencial (1+x*)y'+ 2xy =

J2x+cC

1+x?
3. Resolver las siguiente ecuacion diferencial y'-xy = xy®

@+x%)y

Solucién: y==

-1/2
Solucion: y= i(l— X2 +ce‘x2)

4. Resolver las siguiente ecuacidn diferencial y'-2y=xy®, y(0)= 2/2

2.2
J1-4x

5. Resolver las siguiente ecuacién diferencial y'-xy=xy*?, y@1)=4

Solucién: y=

-2
(1)
Solucién: y:{l—ze 4 }

6. Resolver las siguiente ecuacion diferencial y'-4y = 482)(, y(0)=1
y

Solucion: y= (2e12" -1- 12()1/3

7. Resolver las siguiente ecuacidén diferencial y'-y=xy"?, y(0)=4

Solucion: y = (4e¥? —x-2)



VARIABLES SEPARABLES

VARIABLES SEPARABLES

Una ecuacion diferencial de primer orden de la forma

—y: ﬂ:ﬂ
. g(x)h(y) o de la forma T

Se dice que es separable o que tiene variables separables

Resolver la ecuacién Diferencial ;ﬂ =X
X

Un analisis simple nos indica que podemos separar las variables

Yogor | Yo | % =e¥*dx - e ¥dy=e*dx
dx dx e”
Ie‘zydy = _[e3xdx R (_ljj'e*y(—z)dy = (—1]]63*(3)dx
2 3
Lewlee L (——1e‘2y:—1e3‘+0)(6) - - ¥=2*+c
2 3 2 3
_3e—2y - ESX +C




Solucion

2 —
Resolver la ecuacidn Diferencial dy_ yz i y(2)=2
X —_—

A simple vista, esta ecuacion es separable y ademas puede factorizarse
mediante diferencia de cuadrados. Hay que considerar que la ecuacidn
diferencial tiene condiciones iniciales, las cuales se utilizaran al resolver la ED.

ﬂ:yz—l dy _ dx dy _ dx

dx x°-1 y’ -1 x*-1 yY-Dy+1) &- D&+ 1

(y-D(y+1) (x=1kx+1)

x-1=0 x+1=0
1 = A + B = A:_l —_1 _1 — B:_l :_1:—_:l

(x=1D(x+1) x-1 x+1 x+ 1. w1 2 x-L., -1 .
[¢+ B, jdyz(i+ijdx (£+-1/2jdy=(ﬂ+—1/3dx

y-1 y+1 Xx-1 x+1 y—-1 y+1 x-1 x+
I(l/z —1/2]dyzj(i2+—1/adx . j dx "j dx

y-1 y+1 x-1 x+1 y+1 X-= X+
1 1 1 1 1 1 1 1
Eln|y—]j——2In|y+]|:—2In|x—1——2In|x+jr+c - (2(—2 Iy - 1——2Idy+ |1=—2 Ifx — |1——2 Inix + I]:FC]

In|ly-1-In|ly+1=Inx-1-Inx+1+c - I(y 1] Ir(x—_ljw

y+1 X+1



BT L o S 1 (]

y+1 - y+1 X+1

Empleando las condiciones iniciales y(2)=2, estoes x=2, y=2

y-1_ (x—l] 2-1_ (2—]1) 1 1 _
—=c|—| - =¢c|l—| - —-=c— - c=1
y+1 x+1 2+1 2+ 3 3

y—1_C x-1 y-1_x-1
y+1 X+1 y+1 x+1

@J

SOLUCION

Resolver la ecuacion Diferencial ydy = x(1+x?)™?(1+ y*)"dx

_ 2\-1/2 241/2 ydy _  xdx xdx
ydy = X@1+Xx7) 7 @1+ y ) dx - (1+y2)1/2 (1+x )1/2 J‘ (L+y )1/2 J (1+x )1/2

J@y?yeydy = [ (L4 x?) Yixx %j (1+y)-“2(2)ydy=51 (1 x %) 2@ e

'I

1(1_'_ y2)—1/2+1_}(1+X2)—1/2-1+C _1(1+y2)l/2 1 (]:I'X )1/2+C
2 —1/2+1 2 -1/2+1 2 1 2 1
2 2

(1+ y2)1/2 — (1+ X2)1/2+C

= SOLUCION



oo

Resolver la ecuacién Diferencial & = XY *3X=y~3
dx xy-2x+4y-8

Alparecer no se puede hacer nada para separar las variables, pero

intentemos

dy_ y+3x-y-3  dy_ x(y+3I-(+3)  dy_ G+

dx xy—-2x+4y-8 dx x{y-2)+4y- 2) dx - 2+ 4

dy _ (x=Ddx  (y=2dy_(x=Tdx ([, 5 dy=(1— 5jdx
(y+3) (y-2)(x+4) y+3) +4) y+ 3 X+ 4

J‘(l—%]dy: e R o PP e e

y=5In|y+3=x-5Inx+ 4+c

y=5In|y+3=x-5Inx+4+c

SOLUCION




oo |

Resolver la ecuacidn Diferencial seé xdy+ csgax= |

seC xdy+ csgdx= 0 » séody= cgox - Ay &
cscy  setx

1, 1
cscy setx

dx - senydy=cos xdx

cosg+[)=cowr cof—senasenff 8§ a=[ Ccos25) cCOS @S senasena
cos(2r )= coda-sena - cos@ 3 cém- {1 coz ) cos(Z) ws + 1°ac
cos(2r )= 2cosa— 1 -~ 2césr— A cos2 )- 2tos=  cos(®

co§a:—cos(?ﬁ L coéx:—cos(z2 )

senydy = cos xdx -  senydy :%JHX - Isenydy = I %éx
'fsenydyzi(_[dx+_[cos(2< )jx) - - cosy ):—1(x+—13en (R )+c
2 2 2

cos(y )= —%(x+%sen (2())+c

cos(y)= —%(x+%sen (2x )j+ C

== SOLUCION



ACTIVIDADES DE APRENDIZAIJE I

dy

1. Resolver las siguiente ecuacion diferencial & = sen(5x)
X

Solucién: y= —écos(& Hc
2. Resolver las siguiente ecuacién diferencial dx+e*dy=0

Solucion: y= %e‘“ +C

3. Resolver las siguiente ecuacion diferencial x% =4y
X
Solucion: y=cox*
4. Resolver las siguiente ecuacion diferencial yIn x% = (y_ﬂj
X X

.. 1 1 1
Solucion: =X Inx-=x3==y?+2y+Iny+c
3 9 2y y y

5. Resolver las siguiente ecuacidn diferencial (€’ +1)°eYdx+ (€ +1)]’¢ *dy =0
Solucion: (e°+1)?+2€ +1) ' =c
6. Resolver las siguiente ecuacion diferencial ? =kS
X
Solucién: S=ce”
7. Resolver las siguiente ecuacion diferencial

J1- y2dx—+/1-x?dy = 0, y(O):g

Solucion: y =§\/1— X? +=X

1
2




